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� 概要

離散可積分方程式における「特異点閉じ込め手法」の拡張について紹介する。本講演では、ま
ず導入として �������数列に関係する���写像の項の既約性と可積分性の関係について紹介し、
その後離散 ���方程式への応用を考察する。主結果は離散 ���方程式について、その「ローラ
ン性」（各項が初期値のローラン多項式である性質）、「既約性」、「��������
���」（隣接項が互い
に素である性質）について定式化と証明を行ったことである。これらの３性質が可積分性判定テ
ストの一種である「特異点閉じ込め手法」の拡張となっていることを、離散���方程式をはじめ
とするいくつかの可積分系および非可積分系の例によって紹介する。今回紹介する証明は基礎体
の標数に依存しないため、有限体上の方程式系（および超離散系）の性質を調べることにも役立
つと期待できる。

� 主結果

離散���方程式の双線形形式は �� �を独立変数とする
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の形である。���に関してはクラスター代数 #�$との関連から次が知られている #%� &$。

事実 � ���は初期値集合 ��の要素を変数とする既約なローラン多項式になる。さらに ���と ���は
��� �! �" ��� �!のとき互いに素である。ここで �� " ����� �

�
�� �

�
� ��� � � '!�で与えられ、既約性や

互いに素はローラン多項式としての意味である。

一方、離散���方程式の非線形形式は次の偏差分方程式である：
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時間発展は初期値集合 �� " ���
�� ��

� �� � �� � � '!�から第一象限上に定まる。双線形形式との

対応は ��
� "
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である。

事実 �を時間発展方向の相異なる２形式の双線形離散 ���方程式に適用することによって、非
線形離散 ���方程式の変数 ���

��間の共通因子について次が分かる。（文献 #�$においては標数 '
の体上で、かつ限定された初期条件において次の定理を証明している。本講演では一般のケース
に関する証明を紹介する。）

主定理 � ��
�と ��

�は ��� �� � %または ��� �� � %であるとき、お互いに ��の元を変数とする
有理式として（分子にも分母にも）単項式以外の共通因子を持たない。

（証明の方針） 方程式 ��!および、その変数 �と �を入れ替えた双線形形式
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は先に挙げた変換 ��
� "
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によってともに �%!に一致する。（ただし (Æ "

�Æ

�  %Æ
である。）

方程式 ��!と �&!の両方は事実１によりローラン性、既約性、��������
���をもつ。初期値集合 ��



と �� 間の対応を詳細に調べることで、上の２式に対する事実１から非線形形式 �%!の項の共通因
子に関する性質を導く。具体的には ��!に対する事実１から、�%!の相異なる２項は �� の元また

は
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 " �� %� � � � !の単項式以外の共通因子を持たないことが分かる。一方、�&!

に同様の操作を行うことで、�%!の相異なる２項は ��の元または
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の単項式以外の共通因子を持たない。両結果をまとめることで定理は示される。

結果の解釈 ��
�は、�または �方向に２以上離れると共通因子を持たず、したがって２マス以上

先に特異点が伝播しないことが分かる。つまり特異点がごく狭い領域に閉じ込められていること
を代数的に証明できた。証明の詳細を見ることで定理は正標数の体上でも成り立つことが分かる。

� 課題

今後の課題は、様々な離散方程式系における ��������
���と可積分性の関係を調べることであ
る。現在、離散戸田方程式において同種の試みが進行中である。その他にも可解カオス系や線形
化可能系など、従来の可積分性判定テストでは十分な判定ができない興味深い系も多く、これら
の調査も行いたい。また、代数的エントロピー #)$、 ������ *��� ��������
テスト #+$、超離散系
における特異点閉じ込め #,$ などの他の可積分性判定基準との関係についても今後の課題である。
最終的に統一的な可積分性判定テストを構成することを目標としている。
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