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切頂正M 面体上の離散ソボレフ不等式の最良定数を求めた．M = 4, 6, 8である．
頂点数をN とする．切頂正 4面体ではN = 12，切頂正 6, 8面体ではN = 24であ
る．対称性を考慮して，各多面体の頂点の番号を図 1∼2のように番号付ける．

図 1 切頂正 4面体

図 2 切頂正 6面体

図 3 切頂正 8面体

AはN × N 実対称非負定値で，−∆の離散化のうち最も簡単なものである．A

は固有値 0をもち，その固有空間は 1次元で基底は 1 = t(1, 1, · · · , 1)である．その
他N − 1個の固有値は全て正である．離散熱核H(t) = exp(−tA)，グリーン行列



G(a) = (aI + A)−1，擬グリーン行列G∗ = lim
a→+0

(
G(a) − a−1E0

)
を導入する．ただ

しE0 = N−11t1はAの固有値 0に対応する固有空間への射影行列である．結論は
次の通り．

定理 1 t1u = 0をみたす任意の u ∈ CN に対し，uによらない正定数 Cがあって，
離散ソボレフ不等式(

max
0≤j≤N−1

|u(j) |
)2

≤ C u∗Au

が成り立つ．Cのうち最良のものC0(M)は，擬グリーン行列の対角成分の値となり，
それぞれ

C0(4) =
301

720
, C0(6) =

173

288
, C0(8) =

1019

2016

である．上の不等式でCをC0(M)で置き換えるとき，G∗の各列ベクトルで等号が
成り立つ．

定理 2 0 < a < ∞とする．任意のu ∈ CN に対しuによらない正定数Cがあって，
離散ソボレフ不等式(

max
0≤j≤N−1

|u(j) |
)2

≤ C u∗(A + aI)u

が成り立つ．Cのうち最良のものC0(M ; a)は，グリーン行列の対角成分の値となり，
それぞれ

C0(4; a) =
5 + 34a + 32a2 + 10a3 + a4

a(1 + a)(3 + a)(4 + a)(5 + a)
,

C0(6; a) =
10 + 192a + 571a2 + 667a3 + 382a4 + 114a5 + 17a6 + a7

a(1 + a)(2 + a)(3 + a)(4 + a)(5 + a)(2 + 5a + a2)
,

C0(8; a) = γ0(a)/d(a),

γ0(a) = 336 + 5584a + 16992a2 + 22768a3 + 16668a4 + 7260a5 + 1932a6+

308a7 + 27a8 + a9,

d(a) = a(2 + a)(4 + a)(6 + a)(2 + 4a + a2)(6 + 6a + a2)(14 + 8a + a2)

となる．上の不等式で C を C0(M ; a)で置き換えるとき，グリーン行列の各列ベク
トルで等号が成り立つ．
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