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1 C
(1)
N 型離散戸田格子

Bogoyavlensky [1]に始まる戸田格子の一般
化において，通常の（システムサイズN+1の）
周期離散戸田格子はA

(1)
N 型アフィンLie環の表

現を用いて構成され，A(1)
N 型離散戸田格子とよ

ばれる [2, 3] ．A
(1)
N 型離散戸田格子には様々な

表式があるが，ここでは Suris [3]によって得ら
れた表式を考える：

Īk =
Ik − Vk

Ik−1 − Vk−1
Ik−1,

V̄k =
Ik+1 − Vk+1

Ik − Vk−1
Vk

(k ∈ IN+1) (1)

ここで，Il = {1, 2, . . . , l}である．

注意 1 (1)において，変数 Ikの時間を反転する
（Ik ↔ Īk）と，よく知られたHirota-Tsujimoto-

Imaiによる表式 [4]を得る：Īk + V̄k−1 = Ik + Vk,

ĪkV̄k = Ik+1Vk

(k ∈ IN+1)

周期箱玉系の導出にはこの式が使われることが
多い [5]．

文献 [3] において，C
(1)
N 型離散戸田格子は

C
(1)
N 型アフィン Lie 環の表現を用いて，次の
ような Lax形式として構成される：

ML̄ = LM̄

ここで，L,M はそれぞれ変数 Ik, Vk およびス
ペクトルパラメータ ζを成分としてもつ次のよ
うな 2N 次正方行列である：

L =



I1 ζ

ζ
. . .
. . . IN

ζ IN+1

−ζ
. . .
. . .

. . .

−ζ I2N


,

M =



1 V1
ζ
. . .

. . .

1 VN
ζ

1
VN+1

−ζ
. . .

. . .

. . . V2N−1

−ζ

V2N
ζ 1


さらに，各変数 Ik, Vkは次のような拘束条件を
満たしていなければならない：

IkI2N+1−k = 1 (k ∈ IN )

Vk

V2N−k
− IkIk+1 = 0 (k ∈ IN−1)

2N∏
k=1

Vk = h2N

(2)

ここで，hは時間差分間隔を表す．拘束条件に
関して次の命題が成り立つ．

命題 2 (2)の左辺は保存量である．

Lax行列L,Mにおいて，スペクトルパラメー
タ ζ の符号をすべて正にすると A

(1)
2N−1型離散

戸田格子の Lax行列になる．したがって，C
(1)
N

型離散戸田格子の時間発展方程式は (1)と同一
（ただし k ∈ I2N）であり，C

(1)
N 型離散戸田格

子は A
(1)
2N−1 型離散戸田格子に初期条件 (2)を

付加したものをと見なすことができる．（4N 個
の初期値 I1, . . . , I2N , V1, . . . , V2N のうち，2N

個は任意にとることができる．）
ここで，多項式f(x, y)を次のようにおく（y =

−ζN）：

f(x, y) = y det (L+ xM)

= y2 −
(
x2N + c2N−1x

2N−1 + · · ·+ c0
)
y

+ c−1x
2N

このとき，C(1)
N 型離散戸田格子のスペクトル曲

線 γ = (f(x, y) = 0) ∪ {P∞, P ′
∞}（P∞, P ′

∞は
無限遠点）は種数 2N − 1の超楕円曲線である



が，γ は A
(1)
2N−1 型離散戸田格子のスペクトル

曲線でもあるので，その時間発展は γの加法を
用いて実現することができる [6]．

2 超離散化

(1)，(2)を超離散化しよう．正数 ϵに対し

Ik = e−Jk/ϵ, −Vk = e−Wk/ϵ, h = e−H/2Nϵ

（k ∈ I2N）とおく．これらを (1)，(2)に代入
し，ϵ → 0の極限をとるとJ̄k = ⌊Jk,Wk⌋+ Jk−1 − ⌊Jk−1,Wk−1⌋ ,

W̄k = ⌊Jk+1,Wk+1⌋+Wk − ⌊Jk,Wk⌋

(k ∈ I2N ) (3)

および

Jk + J2N+1−k = 0 (k ∈ IN )

Wk −W2N−k − Jk − Jk+1 = 0 (k ∈ IN−1)

2N∑
k=1

Wk = H

(4)

を得る．ただし ⌊ ⌋ = min( )である．4N 次元
区分線形写像力学系 (3)に拘束条件 (4)を付加
したものを C

(1)
N 型超離散戸田格子とよぶ．も

ちろん (4)の左辺は保存量である．
ここで，(3)はA

(1)
2N−1型超離散戸田格子，す

なわち超離散周期戸田格子であることに注意し
よう．超離散周期戸田格子の時間発展はトロピ
カル超楕円曲線の加法を用いて実現できる [6]

ため，トロピカル超楕円曲線の加法を用いて
C

(1)
N 型超離散戸田格子の時間発展を実現する
こともできる．
超離散周期戸田格子において，とくにその初

期値を正整数に制限したものは周期箱玉系とよ
ばれる [7]．しかし，C

(1)
N 型超離散戸田格子に

おいては，拘束条件 (4)のため，そのような初
期値をとることができない．そこで，条件を緩
め，初期値を整数に制限したものを考えること
にする．時間発展方程式 (3)からわかるように，
このような初期値からスタートするとすべての
時刻において変数 Jk,Wkは整数値をとるので，
C

(1)
N 型超離散戸田格子をセルオートマトンと見
なすことができる．紙幅の都合上詳細は省くが，
Jk,Wkの値を適切に解釈すると，左右両方向に

波が進行するようなセルオートマトン（C
(1)
N 型

箱玉系とよぶ）を構成することができる．
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Birkhäuser, 2003.

[4] R. Hirota, S. Tsujimoto and T. Imai,

“Difference Scheme of soliton equa-

tions”, 数理解析研究所講究録 822

(1993), 144–152.

[5] T. Kimijima and T. Tokihiro, “Initial-

value problem of the discrete periodic

Toda equation and its ultradiscretiza-

tion”, Inverse Problems 18 (2002),

1705–1732.

[6] A. Nobe, “A geometric realization of

the periodic discrete Toda lattice and

its tropicalization”, J. Phys. A: Math.

Theor. 46 (2013) 465203 (35pp).

[7] F. Yura and T. Tokihiro, “On a pe-

riodic soliton cellular automaton”, J.

Phys. A: Math. Gen. 35 (2002) 3787–

3801.


